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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei (Xn)n∈N eine Folge von unabhängigen N (0, 1) verteilten Zufallsvariablen. De-

finiere Sn :=
n∑
k=1

und

Mn := eSn−n
2 , n ≥ 1, M0 := 0

sowie Fn := σ(X1, . . . , Xn) und F0 := {∅,Ω}. Zeigen Sie, dass (Mn)n∈N0 ein
Martingal bezüglich (Fn)n∈N ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei (Xt)t≥0 ein Martingal bezüglich der Filtration (Ft)t≥0. Xt habe Werte in R
und stetige Pfade.

(a) Bestimmen Sie für 0 ≤ s ≤ t

E

 t∫
0

Xudu

∣∣∣∣Fs


(b) Zeigen Sie, dass

Mt :=

t∫
0

Xudu− tXt

ein Martingal bezüglich (Ft)t≥0 ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es sei (Bt)t≥0 die Brownsche Bewegung mit Ft := σ(Bs | s ≤ t). Zeigen Sie, dass
für jedes ξ ∈ R

Mt := eξBt− 1
2
ξ2t, t ≥ 0

ein Martingal bezüglich (Ft)t≥0 definiert.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei Mt ∈ L1 adaptiert an die Filtration Ft. Zeigen Sie:
(Mt)t≥0 ist genau dann ein Martingal, wenn (Mt)t≥0 ein Submartingal ist und
E(Mt) = E(M0) für alle t ≥ 0 gilt.
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